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1. EINLEITUNG

In der Approximationstheorie werden singulire Integrale fiir Funktionen
faus C[a, b] bzw. L,[a,b] (1< p< o) durch

3= gax ) fw) du,  xelab], neN (11)

erklirt und Konvergenzsitze unterschiedlicher Art bewiesen. So besagt z.B.
ein Resultat von W. Orlicz: Ist fe L [a, b] und geniigt die Kernfunktion y,

b b
JIx,,(x,u)lduSM und j|x,,(x,u)|dx<M (12)

fiir fast alle x bzw. fast alle « in [g, b], so ist

lim £~ f3l,=0. (13)

falls (1.3) fiir alle Elemente einer in L,[a, b] dichten Funktionenklasse gilt
(s.[3])

Wir wollen im folgenden zeigen, dal} sich Sitze dieser Art in einer
natiirlichen Weise auch distributionentheoretisch ohne Verwendung der
Lebesgueschen MaB- und Integrationstheorie gewinnen lassen. Hierzu
legen wir unseren Betrachtungen die von P, Werner [5] eingefiihrten Dis-
tributionenrdume %,(2) (vgl. § 2) zugrunde.

1 L,[a, b] ist hierbei der B-Raum aller im Sinne von Lebesgue zur p-ten Potenz absolut
integrierbaren Funktionen mit || /|, = ({2 | f(x)|” dx)'7.
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In § 2 stellen wir die bendétigten Hilfsmittel bereit. In § 3 werden singuldre
Integrale in den Distributionenriumen %,(£2) definiert und Konvergenzun-
tersuchungen durchgefiihrt. Insbesondere wird das o.g. Ergebnis von Orlicz
neu bewiesen. Als Anwendung diskutieren wir in §4 die singuldren
Integrale von Landau.

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, daB die Resultate dieser Arbeit
bekannt sind. Unser Anliegen besteht lediglich darin, einen dis-
tributionentheoretischen Zugang auf der durch P. Werner gelegten Grund-
lage aufzuzeigen.

2. HILFSMITTEL

Wir stellen einige Grundlagen bereit, die wir im folgenden benotigen. Sei
Q2 eine nichtleere, offene Teilmenge des R und bezeichne Cy(2) bzw. CF(R2)
wie iiblich den linearen Raum aller stetigen bzw. beliebig oft differenzier-
baren Funktionen mit kompaktem, in €2 enthaltenem Support. Ist dann B
der Banach-Raum aller beschrinkten lincaren Funktionale F auf
(CR(2), | o) (Il Il bezeichne die Supremum-Norm in C§(£2)) mit der
Norm

IFly =sup{|Fol: pe CZ(Q), o, =1}, @n

so wird Z(2) von P Werner [5] als Vervollstindigung von
(CF(2), || |I,) innerhalb B erkldrt. Dabei ist fiir ue CF(£2)

s = | lu(o)) dx, (22)

wobei das Integral im Riemannschen Sinn zu verstehen und hier, wie auch
im folgenden, iiber ganz R zu erstrecken ist. Eine von B unabhingige
Charakterisierung von %,(£2) ist gegeben durch

LemMa 2.1. H(R2) ist die Menge aller Funktionale F auf CT(Q2), die sich
in der Form

Fp= lim j foo dx (2.3)

mit fre C(R2) und || f, — f,ll, = 0 fiir k, j — co darstellen lassen. Ferner gilt
1= lim I foells- (24)

Beweis. s. [5].
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Entsprechend werden in [4] bzw. [5] die Raume %,(Q) (p> 1) erklart:
Fir 1<p<o und (1/p)+(1/g)=1 ist %,(2) der lincare Raum aller
beschrinkten linearen Funktionale F auf (Cg(£2), || | ,), wobei die Norm
in £,(Q) durch

IFl,=sup{|Fp|: 0 e CF(RQ), lol, =1} (2.5)

gegeben ist. Dabei ist (im Riemannschen Sinn)

1/q
fot,=( ot ax) 26)

Insbesondere wird in [5] gezeigt, dafl die durch ue Cy(2) induzierten
Funktionale zu .Z,(Q2) gehdren und (Co(£2), || ||,) als (dichter) Teilraum
von %,(Q) aufgefaBt werden kann. AuBerdem 1aBt sich sehr einfach
nachpriifen, daB3 die Elemente aus () Distributionen im Sinn von
L. Schwartz sind.

SchiieBlich benotigen wir noch

LEMMA 2.2, Fir 1< p<oo ist (C§(2), 1| ||,) dicht in £,(Q), dh. zu
Jjedem Fe %,(Q) gibt es eine Folge {f,} aus C§(Q) mit |F~ fi]|,—>0 fir
k— .

Beweis. s. [5].

I,

Dieses Lemma ist fiir unsere weiteren Untersuchungen entscheidend. Es
liefert uns die Moglichkeit, Konvergenzbetrachtungen in %,(£2) auf solche
im Grundraum Cg(£2) zuriickzuspielen.

3. SINGULARE INTEGRALE IM RAUM Z(2) (1< p< 0)
Im folgenden beschrinken wir uns auf den Fall 2 :=(0, 1) und fordern
von der Kernfunktion y,, daB sie in &€ x @ fiir ne N stetig ist. Durch (1.1)
wird die folgende Definition nahegelegt:

DerFiNITION 3.1, Sei Fe %,(2) und {f,} eine Folge aus Cy(R2) mit
| F~ fill ,— O fiir £ — oo. Wir nennen die durch

Fy(x)= lim f3,(x)= lim j (6 u) ful)du, xe@  (3.1)

erklidrte Funktion Fi(x) singuldres Integral von F.

Wir zeigen, daBl diese Definition sinnvoll ist, d.h. daBl der Grenzwert

640/44/2-7
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(3.1) existiert und unabhingig von der Wahl der Folge {f,} ist. Hierzu
seien ne N und x € 2 beliebig (fest). Ferner sei

M,= max |t.(xu)l. (3.2)

(i) Existenz des Grenzwertes: Aufgrund der Hoélderungleichung
folgt wegen | fi, — f;ll , = 0 fiir k, j— o

[ 100, ) filw) du— [ 0, ) ()

/¢
<([, bl e ) 1= 11,
Q

so daB der Grenzwert (3.1) fiir jedes x € 2 und ne N existiert.

(ii) Unabhingigkeit von der Wahl der Folge {f.}: Diese ergibt
sich dhnlich wie (i).

(iii) Vertrdglichkeit mit der durch (1.1) gegebenen Definition: Sei
f€C(2). Dann gibt es zu jedem &> 0 ein ge Cy(R2) mit | f— g, <e. Da
(C& (), | 1) dicht in (Co(£2), || | ,) ist (vgl. zB. [5]), existiert eine Folge
{fe} aus CP(Q) mit | f— fill,—»0 fiir k> co. Das durch f induzierte
Funktional F:

F,<p=jf<pdx fiir @eCP(Q) (3.4)

gehort zu Z,(Q) (fiir p=1 folgt dies aus Lemma 2.1) und wir erhalten mit
Definition 3.1 wie in (i)

(Fi(x)= lim | ,(x, ) filu) d

= f xa(x, u) f(u) du, xeQ
also mit (1.1)

(Fi(x)=f5x) fir xe@. (3.5)

Im Fall stetiger Funktionen stimmen also die durch Definition 3.1 erkldrten
singuldren Integrale mit den in iiblicher Weise durch (1.1) definierten
iiberein.

Der folgende Satz stellt eine distributionentheoretische Fassung des in § 1
genannten Resultats von W. Orlicz dar:
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Satz 3.1. Sei Fe %,(Q) und Fi(x) das durch (3.1) erklirte singulire
Integral von F. Die Kernfunktion y,(x,u) (neN) sei in @x§ stetig und
geniige (1.2) fiir alle x bzw. u aus Q. Ferner gelte fiir alle Elemente h einer in
%,(82) dichten Funktionenklasse H{(Q)

fh—hill,—0  fir n-co. (3.6)
Dann folgt ‘
IF=F3,—0  fir n—co, (37)

und es gilt die Abschitzung
1B, <M|Flj,, neN. (3.8)

Beweis. Sei {f,} eine Folge aus C3(2) mit [|[F— fi| ,— 0 fiir k- o0.
Die Folge {3}« ~ konvergiert wegen (3.3) fiir k — oo gleichméBig in Q
gegen F¥(x). Da die Folgenelemente fiir alle k und n in @ stetig sind, gehort
die Funktion F(x) zu C(2) und das durch F(x) induzierte Funktional
(wir bezeichnen es, da wir es mit F5{x) identifizieren diirfen, ebenfalls mit
F3) zu %,(Q). Zum Nachweis von (3.7) beachten wir, daB fiir ge C(Q) die
Abschitzung

lexl,<Mlgl, (39)

gilt. Dies folgt mit Hilfe der Holderungleichung bzw. mit dem Satz von
Fubini fiir Riemann-Integrale. Bezichung (3.8) ergibt sich dann mit der
Minkowski-Ungleichung und (3.9):

LEN, S VE = Fial o+ 1 fall
SHE, = fiall o+ M fill s

da {f;.x)} in Q gleichmiBig, und damit insbesondere beziiglich der
p-Norm, gegen F5(x) konvergiert und || fi |l , = || F|| » fiir k — oo gilt.

Durch die Zuordnung F+> F% ist daher eine gleichméBig beschridnkte
Folge von linearen Operatoren erklirt, die %,(£2) in sich abbilden. Da
H{Q) nach Voraussetzung dicht in Z,(£2) ist, folgt (3.7) aufgrund des Sat-
zes von Banach-Steinhaus. Damit ist Satz 3.1 bewiesen.

Folgerung 1. Sei H(R2):=(Co(£2), | ||,). Ferner sei die Kernfunktion x,,
nicht negativ und erfiille neben den Voraussetzungen aus Satz 3.1 zusiitz-
lich fiir 0 <d <1 und 0 < x <1 die Bedingungen

lim Xn(x$ u)du=1,
AR Yy xi<d

(3.10)
lim Xn(X, u) du=0,

n—s o0 Y- x| 28
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gleichmiBig im Intervall [#, 1 —#5], n>0 beliebig (fest). Dann gilt die
Aussage von Satz 3.1.

Beweis. Fiir he Co(2) und n>0 konvergiert {hi(x)} aufgrund von
(3.10) fiir n — oo gleichmiBig in [#, 1 — ] gegen A(x). Hieraus folgt, wenn
wir 1 so wihlen, da8 supp A< [n, 1 —n] ist: [[h—AS)|,— 0 fiir n— 0. Da
(Co(£2), || 1| ;) dicht in Z,(£2) ist, folgt aus Satz 3.1 die Behauptung.

Folgerung 2. Fiir p=1 seien die Voraussetzungen von Folgerung 1
erfillit. Dann gilt

Fo= lim j Fx)o(x)dx fir ¢eCe(Q). (.11)
Bemerkung. Konvergenzaussage (3.11) stellt eine dis-

tributionentheoretische Entsprechung eines Resultats iiber punktweise
Konvergenz fiir Funktionen faus L,(Q) dar [2, S. 314f1.7].

4. ANWENDUNG AUF DAS SINGULARE INTEGRAL VON LANDAU

Das singuldre Integral von Landau ist fiir fe C[0, 1] durch
1
J,,(f;x)=j e[l —(u—x)*1" flu) du, xe[0,1] {4.1)
0
mit der Konstanten
1 —1
¢, = H (1—12)" dujl (42)
—1

erklirt. Fir >0 gilt (s. zB. [1, p. 381)
lim J.(f; x)=f(x) gleichmiBigin [n, 1 —#n]. (4.3)

Hieraus folgt insbesondere fiir he Co(0, 1) und # mit supphc[n, 1 —n]
(ks )=kl ,—0  fiir n— o0 (4.4)

Definieren wir fir Fe %,(0,1), 1< p<oo, die Landauschen singuliren .
Integrale L:(x) durch

Ly =lim [ e,[1—@—xP1"fiw)ds,  xe[0,1]  (45)
k= Y0
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wobei {f,} eine Folge aus C(0, 1) mit |F—f, |, — 0 fiir k— oo ist, so
erhalten wir aufgrund der Resultate aus § 3.

SATZ 4.1. (a) Sei Fe %/(0,1). Dann gilt
Fo = lim j Lix)o(x)dx  fir @oeC(0,1). (4.6)

(b) Fir Fe%,0,1), 1< p< oo, gilt

IF=L;|,—»0 fir n> o 4.7)
und die Abschitzung
1Lyl , <M |Fl,, neN. (4.8)
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